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境界上の超過需要函数の値 について
Arrow-Block-Hurwiczの所 説 を 中 心 と して 一
穂 鷹 良 介*》
ArrowBlockHurwiczは[1]セこおいて,一 般均衡 モデルの動学 的安定性
を論ず る際に,準 備 として,超 過需要函数の 静学 的な若 干の性 質を考察 して
いるが,補 助定理 の証 明に多少数学的 な 厳密性 を 欠 く所 があ るよ うに思わ
れ る。 本論文 では,そ の点 を 反例をあげ ることに よって指摘 し,且 つ,別
の仮定 をつけ加 えて同様の結論が得 られ る場合には,筆 者 に よる別証を与 え
る。
1.定 義及び仮定
[1コの論文で 使われ てい る定 義,記 号 法等で我 々の 目的のために必要 な も
のだけを ここで述べ直 してお こう。
以下 のモデルで考 える財はm+1種 で,そ れ らは第O,1,2,...,m財と番
号 で よぼれ る。 第k財 の価格 はP・ で示 され,非 負で且つすべ ての価格が0
ではない もの とす る。つ ま り
(1)+)P・≧0(k・O,1,_,m),1)キ0
を仮定 す る。
このモ デル全体の超過需要 はm+1個 の価格 の函数 として記述すれぽ十分
であ る。簡単 のた めに1)一(P。,P・_..,.Pm)とし,第h財 の超過需要 を
瓦(P)=几(P。,P、,_,Pm)
で表わす。更にF・(P)を第h要 素に持 つm+1次 元 のvectorF(P)を超過
菅)本 論交の作成に際 しては,北海道大学助教授山元周行氏か ら有益なる御助言を
いただいた。
一44一 商 学 討 究 第17巻 第1号
需要函数 と定義す る。
F(P)に対 しては,次 に述べ るいろいろな仮定が組合わされて後に用い ら
れる。
(W)(ワ ルラス法則)
くり
す べ て の価 格Pに 対 してP・F(P)-0.
(H)(正 同次 性)
す べ て の価 格P,す べ て の 実 数 λ>0に 対 し てF(λP)=・F(P)・
(C)(連 続 性)
P・-Oな る 点 を の ぞ くす べ て の 価 格PでF(P)は 連 続 で あ る 。
(SF)(grosssubstitutability,finiteincrementform)
す べ て のhc)E{O,1,一.,m}に対 し
P琴==1);(r・≒1ら),1)走くP急 な らばFr(P')<Fr(Pつ・
OO
(SD)(grosssubstitutability,differentialform)
函 数F(P)は 連 続 微 分 可 能 で(無 限 大 の 値 を も許 して)す べ て の 価 格
P及 びr,Sf{0,1,..りm}・ キ ・aこ対 し て 器 〉 α
仮 定 を これ だ け 述 べ た 所 で,そ れ らの 間 の 関 係 を 少 し考 察 し よ う。 まず
(SD)は 明 らか に(SF)を 意 味 す る 。 以 下 の 議 論 で は(SD)と(H)ま た は
(SF)と(且)をF(P)に 対 して 仮 定 す る こ とが 多 い の で あ る が,こ の と き
F(P)の 定 義 域(m+tのnon-negativeorthant(非負 領 域)こ れ を 珊+1
で 示 す)の 境 界 で 少 し困 っ た一こ とが 起 る 。
例 え ばP-(P。,Pi,_,R,0,_,0)PiC>0(k-O,_,r)0≦r<m,と す る
と,こ の よ うなPに 対 し て は(SF)と(H)(さ らに も っ と き つ い 仮 定 で は
(SD)と(H))の 下 でF(P)に 有 限 確 定 値 が 定 義 出 来 な い の で あ る。
実 際(SF)と(H)と に よ り
Fr+1(Po,...,Pr,0,...,0)<Fr+1(2Po,...,2Pr,0,...,0)
　
(1).P・E(P)はvectorPとF(P)との 内積 で あ る。 す な わ ちP・E(P)=ΣPk・FiC(P)・
な=ρ
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==Fr+1(P。,_,♪r,0,_,0)
とな り矛盾す るのであ る。 この よ うな 事実 を は っき りと 認 識 しないた めに
[1コの論理 は非常に不明確に な っているのであ る。[1コのLemma1の 証明
方法は誤 ってい るとい うことを我 々は2,以 下 で示す のであ るが,も し,こ
こで上の困難 を さけ るために,F(P)はその境界上で+。 。の値 を取 る とい う
よ うに仮定す るな らば[1]のLemma1は 始 めか ら,証 明すべ き ことでは
な くな る。従 って我 々は,こ の よ うなきつ い条件 がR撃+1の境界 において も
成 立す ることを仮定せず,価 格 の定義域 を始 めか ら制 限 して,次 の よ うな仮
定 を使 うことにな るであ ろ う。
(P+。)価格Pの 定義域は1理+1の内点(そ れを1胃'+1。で示す)と す る。
(E+)F(P)==OP6町+1。なるPが 存在す る。
これ は,正 なる均衡解の存在 を仮定 してい る。我 々が以下述 べ るよ うな条
件 下において実際 このよ うなPの 存在す ることが[2コ,[3]等で証 明されて
い る。
(Sつ(P+。)の 仮定 の下 で,も し
F(P)≠o・F(P)=・o・PK・/♪r欝a為
,1,_,m}(PiC/IP・)
か つP・'m/P… 燃 ・
,、.…,m}(P・/P・)・
な らぽ
、Fκ'(P)<0でか つFκ 〃(P)>0
で あ る。
2,Lemma1の 検 討
まず[1]のLemma1か ら検 討 し よ う。
Lemma1⊂1]のP・87)も しF(P)が(H),(SD)を み た す な らぽ 次 の
こ と が 成 立 つ 。
も しP≧0,PキOで,あ る7`{0,1,_,m}に 対 し てP・ 一一〇 な らぽFr(P)
=+o。 で あ る 。
LemmaIの 系([1]のP88)上 と 同 じ条 件 でPが 均 衡 解 な らばP>0
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で 且 つF(P)-Oで あ る 。
1.で す で に 述 べ た よ うにLemmalの 仮 定 に は(SD)と(H)と が 入 っ
て い る か ら,P,-Oな らばFr(P)に 有 限 確 定 な 値 を 与 え る こ と は で き な い
し,さ り とて,+。 。 の 値 を 始 め か ら与 え る の はnonsenseとい う も の で あ
る。 従 っ て 我 々はLemma1に 更 に(P+。)を つ け 加 え て み よ う。 しか る に,
こ の よ うに 救 っ て み て も,[1]で な され て い る証 明 を そ の ま ま 承 認 す る訳 に
は 行 か な い の で あ る 。 詳 細 は 省 くが,彼 等 の[1〕 に お け る 証 明 は87ペ ー ジ の
下 か ら3行 目か ら88ペ ー ジ のLemmaの 証 明 の 終 り迄 の 間 に 誤 っ た 論 理 を
使 っ て い る の で あ る。 そ の 原 因 は 彼 等 がp・83で 述 べ て い る 仮 定(W)を
Lemmaの 証 明 の ど の 個 所 で も使 わ な い 所 に あ る の で あ る。 こ の こ とは 次 の
例 を み れ ぽ は っ き りす る。
例1.m==1と し,F。(P。,P,)一瓦(P。,P、)=・A(P。,P,)一π/4,こ こ で
0<A(P・,P・)〈π/2でtanA(P・,P・)=P・/R。とす る 。
こ の 例 で は 容 易 に 分 る よ うに(SD)と(H)と が 定 義 域 珊+1。 で み た さ れ
て い る が
liva¢Fr(Po,P,)==π/4
アゲ　 　　
とな っていて,Lemmalで 述 べてい るよ うな性質は持 っていない。繰 り返
してい うが これは仮定(W)が 入 っていないためであ る。(W)を 仮定 して且
つそれ を有効に使 うな らば,次 の命題が成立す る。
「仮定(W>(H),(SF),(P+。),(E+)の下 でlimFr(P)一+。」
アザ　　キ
な おLemmalの 系 に 対 応 す る性 質 は,こ こで は 均 衡 解 の 当 然 の 性 質 と し
て 定 義 に 含 まれ て い る 。
[証明]一 般 性 を 失 な う こ とな くr==Oと し て 良 い 。 勝 手 に 固 定 され た
P、,_,Pmに対 して λ>0を えPi>瓦(i=1,.,.,辮)とな る よ うに 選 ぶ こ とが
出 来 る 。
(SF),(H),(E+)によ り
F。(P・,ZP,,_,・IPin)>F。(P.,Pl,_,鑑)一・O
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とな る。P。が十分 小な らぽ(W)と(SF)に よ り　
P。F。(P。,λPz,_,z.Pm)=一 Σ λPI瓦(P。,λP,,_,λPm)
ε帯
<-2λPlF,(P.,λP._,λP。n)
あだヱ
==P。F。(P。,λPi,_,λPm)
と な るか ら,(H)に よ り結 論 を 得 る 。
こ の 証 明 は(SD)よ り弱 い 仮 定(SF)の 下 に な され て い る。
5,Lemma4の 検 討
[1]に は 次 のLemmaが 述 べ られ て い る 。
L・mm・4([1コ のpi89)
る な らば 次 の こ とが 成 立 つ 。
Pt,p"`珊+1。,F(Pノ)一.F(戸)-0ならば あ る λ>0に 対 して
1)"=RPノ
と な る 。
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もしF(P)が(Sつ と(H)と をみた してい
[1]に述べ られ ている上のLemmaの 証 明 も我 々は正 しい もの と認め る訳
にはいか ない。彼 等は(SN)と(H)と だけを用 いて このLemmaを 証 明 し
た とい うのであるが,そ れが不可能 な ことは次の例 をみれ ば分 る。
例2.m==1と す る。A(P。,P・)は例1の 場合 と同様に定義 しておいて,
F(P)を次 の如 くに定義 す る。
F・(P・・ i)一-F・(P・P・)一{1:1:1:二1:繕鵜 鷺l
F(P)が(H)を みたす ことはほ とん ど明 らか であ ろ う。
E(P)が(See)を満足 して いる ことは次 の よ うに して分 る。
今PをF(P)-Oな る勝手 な点 とす る。F(P)≒0と す る と(1)π/2>A
(P。,P、)〉π/4か,ま たは(2)π/6>A(P。,P・)>0かのいずれかであ る。
(1)の場合。 λ>0を 適当 にえ らんで
λPi-PlんP:o<P(1
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とす る こ とが 出 来 る。
従 って
ズP,/瓦=1>RP。/P。
よって
P,/瓦>P。/P。
とな るか ら(See)の定 義 で 使 ったnotationを用 い る な らば
Kt=1か つK"・=0
とな る 。
Fr'(P)=Fz(P)=一(A(Po,P,)一π/4)>0,
FK〃(P)==Fo(P)=ノ望(Po,P1)一π/4>0
と な るか ら,(Sつ は(1)の 場 合 は 充 され て い る 。
(2)の 場 合 。 こ の 場 合 も 検 討 の 仕 方 は(1)の 場 合 とほ とん ど同 様 で,
A>0と して は
A1)、/瓦く1=APo/瓦
と な る よ うに 取 れ る こ と よ り明 らか で あ る。
Lemma4は 均 衡 価 格vectorが,正 の 定 数 倍 した 価 格vectorを同 一 視 す
る と一 意 的 に 定 ま る とい う こ と を い っ て い る の で あ る が,こ れ と同 じ結 論
は,(Sつ の 代 りに(SF)を 仮 定 して お く と得 られ る こ とが 簡 単 に 証 明 出 来
る(例 え ば[4コp・650Lemmal参 照)。[1]で は(SF)の 代 りに そ れ よ り
弱 い 条 件(Sつ を 使 っ て 上 のLemma4を 証 明 した つ も り ら しい の で あ る
が,そ れ は 今 見 た 通 り誤 りで あ る([1]の 注8p・89参 照)。
4.Lemma5の 検 討
な お,同 論 文 のLemma5([1]のpp・90-93)の 証 明 の 中 に も,単 な る
misprin七とは 思 え な い 論 理 ミス が あ る 。([1]のp・93下 か ら9行 目)こ の
場 合 はLemmaの 結 論 自体 は 正 しい の で あ るが,彼 等 の 証 明 でP-(P。,P,)
R。<P、な る ケ ー ス を 考 え て い く と,途 中 で 誤 った 論 証 に ぶ つ か る は ず で あ
る。 しか し この 場 合 に は,彼 等 の 証 明 方 法 の 大 筋 を か え る こ とな く救 うこ と
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が 出来た。
(1966年4月20日)
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